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Re´sume´. Les interactions a` longue porte´e (c’est-a`-dire en 1/rα, avec α < d la dimension du syste`me) sont
pre´sentes dans de nombreux domaines de la physique, de l’interaction ondes-particules (physique des plasmas,
lasers a` e´lectrons libres, etc) a` l’astrophysique et aux condensats de Bose-Einstein. Or leur dynamique pre´sente
une caracte´ristique tre`s particulie`re, celle de se retrouver pie´ge´e dans des re´gimes hors d’e´quilibre sur des temps
tre`s longs (divergents avec le nombre de particules). Ces dynamiques me´tastables sont appele´s “e´tats quasi-
stationnaires”.
Nous nous inte´ressons a` ces e´tats a` travers le mode`le paradigmatique Hamiltonian Mean Field. Ce syste`me
de N rotateurs couple´s est caracte´rise´ macroscopiquement par sa magne´tisation M =< eixj >j=1:N , qui quantifie
le degre´ d’agre´gation des N corps. Les e´tats quasi-stationnaires peuvent alors eˆtre de´compose´s en deux grandes
familles, les e´tats “magne´tise´s” et les e´tats “non-magne´tise´s”.
On peut alors montrer que lorsque le nombre de degre´s de liberte´ du syste`me (c’est-a`-dire le nombre de parti-
cules) augmente, les orbites re´gulie`res apparaissent et se multiplient, associe´es a` des tores invariants de la dyna-
mique d’une particule-test. L’observation de ces tores repre´sente une interpre´tation dynamique de l’e´mergence des
e´tats quasi-stationnaires, paralle`lement a` l’explication statistique de ce phe´nome`ne (re´alise´ graˆce a` un me´canisme
de maxisation d’entropie). La transition de phases hors d’e´quilibre de ce syste`me (d’un re´gime magne´tise´ a` non-
magne´tise´) peut alors eˆtre re´interpre´te´e comme une bifurcation dynamique des structures de l’espace des phases.
Une phe´nome´nologie similaire est observe´e dans un mode`le de laser a` e´lectrons libres.
Abstract. Long-range interactions (that is, with a potential in 1/rα, with α < d the system dimension) can be
found in many domains, from the wave-particle interaction (plasma physics, free electron lasers, etc) to astrophysics
or Bose-Einstein condensates. Their dynamics has the peculiarity of getting trapped into out-of-equilibrum regimes
over very long times (diverging with the number of particles). These metastables dynamics are usually called
“Quasi-Stationnary States”.
We focus on the Hamiltonian Mean-Field model, often referred as paradigmatic of the long-range interactions.
This system of N coupled rotators is macroscopically characterized by its magnetization M =< eixj >j=1:N ,
which quantifies the aggregation of the bodies. The quasi-stationary states can then be decomposed into two
kinds, the “magnetized states” and the “non-magnetized” ones.
One can then show that one the number of degrees of freedom of the system increases (that is, the number
of particles) increases, some regular orbits appear and multiply, which are associated to invariant tori of the
dynamics of a test-particle. The observation of these tori represents a dynamical interpretation of the emergence
of the quasi-stationary states, in parallel with the statistical explanation (based on a maximization of entropy
scheme). The out-of-equilibrum phase transition (from a magnetized regime to the non-magnetized one) can then
be reinterpreted as a dynamical bifurcation of phase-space structures. A similar phenomenology can be found in
a model of free electron laser.
1 Introduction
La grande majorite´ des phe´nome`nes observe´s dans la nature re´sulte d’interactions complexes entre un
grand nombre de constituants e´le´mentaires. Une observation tre`s commune est l’e´mergence de trajectoires
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re´gulie`res, malgre´ la complexite´ du re´seau de couplage en jeu. Le comportement collectif de grands
ensembles de particules peut eˆtre de´crit a` l’aide de la me´canique statistique : les fondements the´oriques
de la me´canique statistique a` l’e´quilibre reposent sur l’hypothe`se d’ergodicite´, c’est-a`-dire l’accord entre
les moyennes temporelles et celles sur les ensembles. Ainsi, en supposant un me´lange global effectif des
trajectoires dans l’espace des phases, on peut conclure a` l’ergodicite´ du syste`me et ainsi a` la validite´ de
la me´canique statistique [1]. Le comportement thermodynamique est obtenu dans la limite ou` le nombre
de degre´s de liberte´ croit a` l’infini, ce qui offre des chemins innombrables au chaos. En effet, dans cette
limite, les re´gions re´gulie`res (tores invariants) ne posse`dent pas assez de dimensions pour empeˆcher les
trajectoires de se disperser : l’essentiel de l’espace des phases est alors rempli de trajectoires chaotiques,
catalysant ainsi le me´lange [2].
Pourtant, les syste`mes a` interactions a` longue porte´e [3,4] posse`dent une dynamique de relaxation
a` l’e´quilibre extreˆmement lente. Plus exactement, avant d’atteindre un e´tat asymptotique [5,6], ils se
retrouvent pie´ge´s dans des e´tats hors-d’e´quilibre me´tastables. Le temps de convergence a` l’e´quilibre aug-
mente avec la taille du syste`me, et diverge formellement dans la limite thermodynamique, l’ergodicite´
perdant alors sa pertinence. Ainsi, la convergence a` l’e´quilibre des syste`mes gravitants n’a jamais e´te´
de´montre´e et reste proble´matique. Les galaxies pourraient donc repre´senter les exemples les plus spec-
taculaires de ces dynamiques hors-d’e´quilibre [7], mais des phe´nome`nes analogues ont aussi e´te´ observe´s
dans des proble`mes de physiques des plasmas [8].
Ces e´tats me´tastables, de´nomme´s Etats Quasi-Stationnaires (EQS) dans la litte´rature, repre´sentent
souvent les seuls re´gimes expe´rimentaux accessibles (c’est le cas par exemple du Laser a` Electrons
Libres [9]). Ces interactions a` longue porte´e sont de nature auto-cohe´rente, telle une particule inter-
agissant avec un champ qui re´sulte lui-meˆme de l’action combine´e de toutes les autres particules, ou bien
d’un champ externe [8]. C’est justement cette auto-cohe´rence qui engendre cette re´gularite´ du mouvement
si largement observe´e. Par ailleurs, des classes diffe´rentes de conditions initiales peuvent conduire a` des
temps de relaxation diffe´rents.
L’approche traditionnelle pour comprendre l’e´mergence de trajectoires re´gulie`res est base´e sur le
re´sultat suivant : si le hamiltonien e´tudie´ est proche de l’inte´grabilite´, la the´orie de Kolmogorov-Arnold-
Moser [10] prouve que l’espace des phases est rempli de tores invariants sur lesquels le mouvement
est quasi-pe´riodique. Par contre, dans ce contexte, l’augmentation du nombre de particules augmente la
contribution des trajectoires chaotiques [2], en contradiction flagrante avec le fait que les EQS pre´dominent
dans la limite des grands N . Le sce´nario e´voque´ ci-dessus ne permet donc pas d’expliquer la pre´sence de
mouvements re´guliers dans les syste`mes avec interactions a` longue porte´e.
Nous proposons ici tout d’abord un cadre d’interpre´tation pour les EQS : nous nous basons sur l’ide´e
que les tores peuvent aussi se former dans l’espace des phases graˆce a` l’interaction auto–consistente dans
la limite thermodynamique. Comme nous allons le voir, avec un faible nombre N de degre´s de liberte´,
la trajectoire d’une particule dans un syste`me avec interactions a` longue porte´e est erratique, mais elle
devient de plus en plus re´gulie`re lorsque N → ∞. Ces trajectoires proviennent en fait d’un hamiltonien
effectif de´pendant du temps et a` basse dimension. Puis nous mettons en regard la dynamique d’un
mode`le paradigmatique avec celle du Laser a` Eletrons Libres (LEL) : les proprie´te´s de re´gularisation
de la dynamique sont observe´es, de meˆme que le changement de structures macroscopiques suivant les
re´gimes d’EQS. Cette observation nous permet de conclure a` la ge´ne´ralite´ de notre approche dans le cadre
des interactions a` longue porte´e.
2 Le mode`le Hamiltonian Mean-Field
Le mode`le Hamiltonian Mean-Field (HMF) [12], une re´fe´rence pour e´tudier les syste`mes a` longue
porte´e, de´crit l’e´volution de N particules couple´es par une force attractive, a` travers le hamiltonien H :
H =
N∑
i=1

p2i
2
+
1
2N
N∑
j=1
(1− cos (θi − θj))

 , (1)
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ou` θi et pi correspondent respectivement a` la position de la particule i sur le cercle unite´ et a` son
moment. Notons que le hamiltonien (1) peut aussi eˆtre vu comme une version simplifie´e de mode`les
gravitationnels [13] ou de plasmas [14], lorsque seule la premie`re harmonique du de´veloppement de Fourier
du potentiel est conside´re´e. Afin de caracte´riser le comportement du syste`me, on peut introduire la
“magne´tisation” M = 1
N
(
∑
cos θi,
∑
sin θi) = M(cosφ, sinφ), qui refle`te le degre´ d’aggre´gation spatial
des particules (homoge´ne´ite´/inhomoge´ne´ite´).
Nous utilisons ici des conditions initiales de type “water–bag”, c’est-a`-dire d’un paquet de particules
uniforme´ment ditribue´es dans un rectangle [−θ0, θ0]× [−p0, p0] du plan (θ, p). Ces e´tats sont initialement
magne´tise´s M = M0 = sin(θ0)/θ0, et posse`dent une e´nergie moyenne par particule de U = p
2
0
/6 + (1 −
M2
0
)/2. Lors des simulations nume´riques a` partir de ce water–bag, le syste`me se retrouve pie´ge´ dans un
EQS [5,6].
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Figure1. Sections de Poincare´ de quelques particules du hamiltonien HMF (1) pour N = 2 × 105 dans le
re´gime EQS, pour deux types de conditions initiales : (M0, U) = (0.6, 0.54) (figure de gauche) et (M0, U) =
(0.6, 0.88) (figure de droite). Dans le premier cas, un unique aggre´gat de particules apparaˆıt, qui ge´ne`re un EQS
a` magne´tisation finie (MQSS ≈ 0.5), tandis que dans le second cas, deux aggre´gats syme´triques e´mergent, qui
caracte´risent un EQS a` faible magne´tisation. Le code de couleurs correspond aux valeurs de l’action associe´e aux
particules.
La particule i obe´it aux e´quations du mouvement suivantes p˙i = −M sin (θi − φ) et θ˙i = pi, ou` M et
φ sont des fonctions de l’ensemble des particules. Les simulations nume´riques sugge`rent que, pour N assez
grand, tant la magne´tisation M que φ rentrent dans un re´gime oscillatoire particulier. Le mouvement de
la particule isole´e se retrouve alors gouverne´e par un hamiltonien effectif de´pendant du temps a` un degre´
de liberte´ (ge´ne´ralement appele´ hamiltonien a` un degre´ et demi de liberte´).
Cet aspect de la dynamique nous pousse a` explorer les proprie´te´s de l’espace des phases des EQS a`
l’aide d’une technique inspire´e des sections de Poincare´. Plus spe´cifiquement, apre`s le re´gime transitoire,
M oscille autour d’une valeur moyenne M¯ : nous enregistrons alors les positions et moments de quelques
particules choisies (θi, pi) lorsqueM(t) = M¯ et dM/dt > 0. Les sections stroboscopiques correspondantes
sont visibles sur la Fig. 1. Deux types de structures de l’espace des phases sont observe´es, en fonction des
conditions initiales (M0, U), l’un avec un fort aggre´gat central, le second avec deux aggre´gats syme´triques.
Le premier EQS est caracte´rise´ par une magne´tisation finie (phase inhomoge`ne), le second posse`de une
magne´tisation oscillante tre`s faible (phase homoge`ne).
L’EQS a` un aggre´gat peut ide´alement eˆtre mis en correspondance avec une collection de pendules en
faible interaction. Ainsi que l’analyse stroboscopique le re´ve`le, les particules e´voluent sur des trajectoires
re´gulie`res, qui sont quasiment a` une dimension, bien qu’elle posse`de un certain degre´ de diffusion locale,
une e´paisseur. Dans le cas de l’EQS a` deux aggre´gats, la section de Poincare´ se rapproche tre`s fortement
de celle d’une particule e´voluant dans le potentiel de deux ondes contra-propagatives. Ces dernie`res
n’interagissent que tre`s faiblement, puisque leurs vitesses de propagation sont tre`s diffe´rentes. Afin d’avoir
une estimation quantitative de l’e´paisseur des tores en fonction du nombre de particules, nous nous
concentrons sur le re´gime a` un aggre´gat. Les figures a), b) et c) de la Fig. 2 montrent l’espace des phases
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de particules pour des valeurs croissantes de N . Une tendance nette vers l’inte´grabilite´ est observe´e, et
quantifie´e sur le panneau d), ou` l’e´paisseur est trace´e en fonction de N .
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Figure2. Sections de Poincare´ de quelques particules du hamiltonien HMF (1), quand la taille du syste`me est
accrue (pour M0 = 0.6 et U = 0.54). Pour des valeurs assez grandes de N , la magne´tisation M peut eˆtre
approximativement e´crite comme M(t) ≈ M¯ + δM(t) cosωt, avec |δM | ≪ M¯ et |∂tδM | ≪ ω|M |. En ignorant
la de´pendance temporelle de δM et en utilisant un mode`le re´duit de particules–test dans un champ externe
pe´riodique M(t), on obtient des sections stroboscopiques qui sont qualitativement et quantitativement similaires
a` celles ci–dessus, avec pour seule diffe´rence une e´paisseur nulle [15]. Puis nous nous concentrons sur des tores
d’action J ≈ 1.9, et nous trac¸ons sur le panneau d) sa variance ∆J , calcule´e sur une feneˆtre de temps ∆t = 300,
comme fonction de N . Une de´croissance en 1/N (ligne pointille´e) est une bonne approximation sur plusieurs
de´cades de N .
En conse´quence, nous avons montre´ que le mouvement d’une particule d’un syste`me paradigmatique
avec interactions a` longue porte´e devient de plus en plus re´gulier lorsque le nombre de particules augmente.
Ce comportement s’oppose a` celui des syste`mes a` courte porte´e, et permet une nouvelle interpre´tation de
l’abondance de mouvements re´guliers dans les dynamiques a` longue porte´e. De plus, les caracte´ristiques
du mouvement d’une particule de´pendent du choix des conditions initiales. Une question se pose alors
naturellement : quel est le lien entre les proprie´te´s macroscopiques des diffe´rents EQS avec les changements
de la dynamique particulaire ?
Pour les syste`mes avec interactions a` longue porte´e, la de´pendance aux conditions initiales peut se
mate´rialiser sous la forme d’une ve´ritable transition de phases hors-d’e´quilibre : en jouant sur des pa-
rame`tres approprie´s de l’e´tat initial, on observe une convergence vers des e´tats asymptotiques (dans la
limite N → ∞) aux proprie´te´s macroscopiques diffe´rentes (par exemple, distributions particulaires ho-
moge`nes/inhomoge`nes) [16]. Cette transition de phases a e´te´ explique´e graˆce a` la the´orie de la “relaxation”
de Lynden-Bell [11]. Une interpre´tation dynamique microscopique de cette transition a e´te´ propose´e, en
termes de changements violents dans les proprie´te´s des orbites des particules [17].
3 Application au Laser a` Electrons Libres
Afin d’e´tayer la ge´ne´ralite´ des conclusions tire´es ci–dessus, le phe´nome`ne pre´sente´ ici est aussi discute´
dans le contexte de mode`les hamiltoniens de´crivant l’interaction entre un faisceau de particules charge´es et
un ensemble d’ondes e´voluant de manie`re auto-cohe´rente [19]. Un grand nombre d’applications impliquant
les longues porte´es sont concerne´es, telle la physique des plasmas, les tubes a` ondes progressives ou encore
les LELs [20]. Plus spe´cifiquement, la meˆme tendance a` l’inte´grabilite´ est observe´e dans cette dernie`re
application, un re´sultat potentiellement riche pour comprendre les re´gimes sature´s de ces lasers.
Un LEL est constitue´ d’un faisceau d’e´lectrons ultra–relativistes injecte´ dans un champ magne´tique
permanent : les particules charge´es acquie`rent une trajectoire oscillante et e´mettent un rayonnement
synchrotron. Si l’e´mission est initialement incohe´rente dans le re´gime dit de “Self–Amplified Sponta-
neous Emission” [21], une instabilite´ va se de´velopper. Une onde de tre`s faible amplitude apparaˆıt, qui
pie`ge le´ge`rement les e´lectrons dans ses puits de potentiel : ceux–ci vont alors se mettre a` e´mettre avec
une certaine cohe´rence, permettant par la` meˆme une nouvelle amplification de l’onde. Les me´canismes
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de pie´geage et d’e´mission cohe´rente s’amplifient alors mutuellement jusqu’a` obtention d’une onde laser
puissante et fortement cohe´rente (spectralement et temporellement).
Re´gi par des interactions a` longue porte´e (a` l’instar de l’interaction onde-particules), le re´gime dit
“sature´” du LEL, lorsque l’intensite´ de l’onde atteint son maximum et se met a` osciller, correspond
alors a` un EQS. Ainsi, de premie`res e´tudes dans ce contexte ont permis, graˆce a` la physique statistique
hors–d’e´quilibre, de pre´dire l’intensite´ de saturation du LEL [22], ou` encore l’existence d’une transition
de phases hors d’e´quilibre [23]. Nous nous concentrons ici sur la dynamique particulaire, et plus parti-
culie´rement sur l’existence des tores “e´pais”.
Dans la limite unidimensionnelle et monochromatique, la dynamique d’un laser a` e´lectrons libres est
de´crite par le hamiltonien a` longue porte´e [19] H =
∑
j
(p2j
2
+ 2
√
I
N
cos (θj − φ), ou` I et φ de´crivent
respectivement l’intensite´ et la phase de l’onde e´mise. En utilisant la technique pre´ce´demment de´crite
de sections de Poincare´, nous explorons l’espace des phases de quelques particules. Une phe´nome´nologie
similaire a` celle du mode`le HMF – pre´sence d’EQS a` un ou plusieurs aggre´gats, caracte´rise´s par des tores
“e´pais” a` N fini – est observe´e (voir Fig.3). En particulier, pour un paquet initial d’e´lectrons a` faible
dispersion d’e´nergie, l’onde du laser croˆıt fortement et la dynamique des particules s’organise autour d’un
large aggre´gat au mouvement cohe´rent (voir Fig. 3). A l’oppose´, un paquet a` forte dispersion en e´nergie
tend a` remplir de manie`re quasi–homoge`ne l’espace des phases, au de´triment de l’e´mission cohe´rente, et
l’onde laser sera alors de tre`s faible amplitude.
De plus, le syste`me posse`de aussi une tendance a` l’inte´grabilite´ lorsque le nombre de particules N aug-
mente, offrant ainsi un cadre plus large aux re´sultats obtenus dans le cadre du mode`le HMF. Notons enfin
que la pre´sence d’une transition de phase dans ce syste`me a aussi e´te´ mise en e´vidence re´cememnt [23] ;
la caracte´risation des structures de l’espace des phases fera pour sa part l’objet d’une e´tude prochaine.
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Figure3. Sections de Poincare´ du mode`le uni-dimensionnel de laser a` e´lectrons libres, pour une onde initialement
nulle, et un water–bag de particules de magne´tisation initiale M0 = 0 et U = 0 (a) et M0 = 0 et U = 4.5 (b). Les
trajectoires des particules sont enregistre´es a` chaque occurence de I(t) = I¯, ou` I¯ est l’intensite´ moyenne de l’EQS.
Pour un paquet d’e´lectrons de faible e´nergie, un aggre´gat central de particules se de´veloppent, au sein du puits
de potentiel de l’onde e´mise. Dans le cas d’un paquet de forte e´nergie, de plus petits structures syme´triques se
de´veloppent, a` l’instar de la phe´nome´nologie du mode`le HMF. Remarquons que la magne´tisation est aussi appele´e
“facteur de bunching” dans le cadre du LEL.
4 Conclusion
Ainsi, l’exploration de la dynamique des syste`mes avec interactions a` longue porte´e nous a permis de
parvenir d’aboutir a` une conclusion assez ge´ne´rale : une tendance a` l’organisation et a` l’inte´grabilite´ de
la dynamique particulaire est observe´e lorsque la taille du syste`me (c’est-a`-dire le nombre de particules)
est augmente´e. Les structures de l’espace des phases sont identifie´es et interpre´te´es comme des tores
invariants d’un hamiltonien effectif a` un degre´ et demi de liberte´. Sur la base de cette analyse, on peut alors
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comprendre les transitions de phase hors d’e´quilibre dans ces syste`mes par la dynamique microscopique,
comme bifurcation des structures macroscopiques et cohe´rentes qui la composent. Ces re´sultats sont
obtenus non seulement sur le mode`le jouet Hamiltonian Mean–Field, mais aussi dans le cadre du laser
a` e´lectrons libres. Concluons que ce type de laser repre´sente un des candidats les plus probables pour
l’observation expe´rimentale des effets si spe´cifiques aux interactions a` longue porte´e (transition de phases
hors–d’e´quilibre, temps de relaxation, etc).
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